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1 Johdanto
Tämän tutkielman tarkoituksena on esitellä kaksi mielenkiintoista tasogeo-
metrian käsitettä: barysentrinen koordinaattisysteemi sekä pisteen konjugaa-
tio kolmion suhteen. Käsitteet liittyvät toisiinsa siten, että barysentristen
koordinaattien avulla voidaan määritellä pisteiden konjugaattipareja.
Barysentrisiä koordinaatteja käytetään ilmaisemaan pisteen paikkaa ta-
sossa. Barysentriset koordinaatit eroavat yleisemmin käytetyistä karteesisista
koordinaateista siinä, että pisteen paikkaa tasossa merkitään kolmella koor-
dinaatilla kahden sijaan, ja referenssinä on pisteen (origon) asemasta kolmio.
Barysentrisille koordinaateille on useita, keskenään ekvivalentteja määri-
telmiä. Yhteistä niille on se, että koordinaatit ilmoitetaan aina jonkin kol-
mion suhteen. Määritelmänä voidaan käyttää sivujen jakosuhteita, jotka muo-
dostuvat kolmion kärkien ja tutkittavan pisteen kautta kulkevien puolisuorien
leikatessa kolmion sivuja. Barysentriset koordinaatit voidaan määritellä myös
tutkittavan pisteen ja kolmion kärkien muodostamien pienempien kolmioiden
pinta-alojen suhteina. Edellä mainittujen määritelmien lisäksi barysentriset
koordinaatit voidaan määritellä myös massojen painopisteen avulla. Saksa-
lainen matemaatikko August Ferdinand Möbius (1790-1868) esitteli tämän
ajatuksen määrittelemällä pisteen P koordinaatit kolmion ABC kärkipistei-
siin asetettujen massojen avulla niin, että P oli näiden massojen painopiste
[1, 758℄.
Barysentrisen koordinaattisysteemin takana on useampia henkilöitä. Sak-
salainen matemaatikko Julius Plüker (1801-1868) julkaisi vuonna 1831 toi-
sen osan teokseeseensa Analytish-geometrishe Entwiklungen, jossa hän
esitteli uudelleen keksimänsä koordinaattijärjestelmän. Esitelty koordinaatti-
järjestelmä oli keksitty jälleen uudestaan, sillä se oli keksitty riippumattomas-
ti jo kolme kertaa aikaisemminkin. Kolme muuta barysentristen koordinaat-
tien keksijää ovat saksalaiset matemaatikot Karl Wilhelm Feuerbah (1800-
1834) ja edellä mainittu Möbius sekä ranskalainen matemaatikko Étienne
Bobillier (1798-1840). [1, 758℄
Barysentrisiä koordinaatteja hyödynnetään esimerkiksi tutkielman toisen
pääaiheen, eli pisteen konjugaation yhteydessä. Pisteen konjugaatio tapah-
tuu aina jonkin suhteen, esimerkiksi kolmion ja pisteen suhteen tai kolmion ja
suoran suhteen. Pisteen konjugaatio on eräs pistetransformaatio, eli kuvaus,
joka kuvaa tason pisteet toisiksi pisteiksi tietyllä ehdolla. Pisteen konjugaa-
tion mielenkiintoisiin erikoistapauksiin kuuluvat isotominen ja isogonaalinen
konjugaatio.
Tutkielman rakenne on seuraava. Luvussa 2 esitellään tutkielmassa käy-
tettävät merkinnät sekä tarvittavia aputuloksia ja määritelmiä. Tässä luvus-
sa lukijaa johdatellaan jo barysentrisiin koordinaatteihin. Luvussa 3 päästään
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tarkemmin käsiksi homogeenisiin koordinaattisysteemeihin. Työssä esitellään
barysentristen koordinaattien lisäksi toinen homogeeninen koordinaattisys-
teemi, trilineaariset koordinaatit. Luvun aluksi annetaan määritelmät trili-
neaarisille ja barysentrisille koordinaateille. Lisäksi annetaan esimerkkejä joi-
denkin pisteiden homogeenisistä koordinaateista sekä pohditaan, miten pis-
teen barysentriset koordinaatit muuttuvat, kun pisteen paikka muuttuu.
Barysentrisiä ja trilineaarisia koordinaatteja voidaan muuntaa toisikseen
tai niitä voi myös muuttaa karteesisiksi koordinaateiksi. Luvussa 4 esitellään
muunnoskaava, jolla voi muuttaa barysentriset koordinaatit trilineaarisiksi
koordinaateiksi, sekä muunnoskaava karteesisten koordinaattien muuttami-
seksi barysentrisiksi koordinaateiksi. Lisäksi näiden kaavojen käytöstä esite-
tään muutama esimerkki.
Tutkielman toisen niin sanotun pääaiheen esittely aloitetaan luvussa 5.
Luvun aluksi esitellään pisteen konjugaatiota yleisempi käsite, pistetrans-
formaatio, minkä jälkeen annetaan määritelmät pisteen konjugaatiolle sekä
kolmion ja pisteen että kolmion ja suoran suhteen. Viimeisessä luvussa 6 esi-
tellään pisteen konjugaation mielenkiintoiset erikoistapaukset isotominen ja
isogonaalinen konjugaatio. Näistä esitetään myös esimerkkejä.
1.1 Kiitokset
Suuri kiitos ohjaajalleni Anna Kairemalle avusta mielenkiintoisen aiheen löy-
tämisessä, tutkielman alkuun saattamisessa sekä asiantuntevasta ohjauksesta
koko tutkielman tekemisen aikana. Kiitos myös antoisista ohjaajatapaamisis-
ta ja aihetta selventävistä keskusteluista, joita ilman tutkielman tekeminen
olisi ollut huomattavasti hitaampaa ja hankalampaa.
Kiitos kihlatulleni Joonalle kannustuksesta ja tuesta tutkielman alkuvai-
heista aina loppuviimeistelyyn asti. Kiitos myös matemaattisesta avusta sekä
kommenteista koskien tutkielman matemaattista muotoilua ja järkeviä sana-
valintoja.
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2 Merkintöjä ja aputuloksia
2.1 Merkinnät
Tässä tutkielmassa käytetään seuraavia vakiintuneita geometrian merkintö-
jä. Pisteiden A jaB määräämää janaa merkitään AB, ja janan pituutta |AB|.
Toisinaan ajatellaan, että janalla on suunta, jolloinA on janan alkupiste ja B
loppupiste. Pisteiden A ja B määräämää suoraa merkitään
←→
AB. Puolisuoraa,
jonka alkupiste on A ja kulkupiste B, merkitään puolestaan
−→
AB. Vektoria,
jonka alkupiste on A ja loppupiste on B, merkitään AB. Kun pisteet X ja
Y ovat eri puolilla suoraa AB, merkitään X
←→
ABY , ja kun pisteet ovat samal-
la puolella suoraa, merkitään XY
←→
AB. Kolmion ABC pinta-alaa merkitään
[ABC]. Lisäksi kolmioiden ABC ja DEF yhdenmuotoisuudesta käytetään
merkintää ABC ∼ DEF .
Lisäksi tässä tutkielmassa käytetään seuraavia merkintöjä, ellei toisin
mainita (kts. kuva 1). Pisteet A, B ja C ovat kolmion ABC kärkipistei-
tä. Kolmion sivujen BC, AC ja AB pituuksia merkitään kirjaimilla a, b ja
c. Jos P on neljäs piste, niin puolisuoran
−→
AP ja suoran BC leikkauspistet-









leikkauspisteitä merkitään vastaavasti kirjaimilla E ja F . Pisteillä Q, R ja
S merkitään sellaisia pisteitä kolmion sivuilla BC, CA ja AB, joiden muo-
dostamat janat pisteen P kanssa PQ, PR ja PS ovat kohtisuorassa kolmion
sivuihin BC, CA ja AB nähden. Näitä pisteen P etäisyyksiä kolmion si-
vuihin tai sivujen jatkeisiin merkitään kirjaimilla ha, hb ja hc. Kolmioiden
BCP , APC ja ABP pinta-aloja merkitään kirjaimilla x, y ja z siten, että
[BCP ] = x, [ACP ] = y ja [ABP ] = z.
Kuva 1: Tutkielmassa käytettävät merkinnät.
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2.2 Aputuloksia
Tässä luvussa esitellään tutkielmassa myöhemmin tarvittavia aputuloksia.
2.2.1 Johdanto barysentrisiin koordinaatteihin
Tässä luvussa esitetään tuloksia, jotka johdattelevat barysentrisiin koordi-
naatteihin.
Kolmion keskijanaksi, eli mediaaniksi, kutsutaan janaa, joka yhdistää kol-
mion kärjen vastakkaisen sivun keskipisteeseen. Mediaaneille on voimassa
seuraava, koulustakin jo tuttu tulos:
Lause 2.1. Kolmion kaikki kolme mediaania leikkaavat toisensa samassa
pisteessä G (kuva 2). Piste G jakaa kunkin mediaanin suhteessa 1 : 2 kolmion
sivulta lukien. Lisäksi, pisteen G koordinaatit saadaan kolmion kärkipisteiden
A, B ja C koordinaattien keskiarvona, eli
G =
A +B + C
3
.
Lause 2.1 saadaan erikoistapauksena yleisemmästä tuloksesta, lemmasta
2.8.
Kuva 2: Kolmion keskijanat leikkaavat samassa pisteessä, kolmion painopis-
teessä.
Mediaanien leikkauspistettä kutsutaan kolmion keskipisteeksi tai pain-
opisteeksi (eng. entroid).
Tutkitaan seuraavaksi yleisempää tilannetta, jossa tarkastellaan janoja
AD, BE ja CF , missä pisteet D, E ja F eivät välttämättä ole kolmion
sivujen keskipisteitä (kuva 1). Janoja AD, BE ja CF kutsutaan tässä työssä
kolmion eviaaneiksi (eng. evian).
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Geometriassa eviaaniksi kutsutaan janaa, joka yhdistää kolmion kär-
jen ja sen vastakkaisella sivulla olevan pisteen. Mediaanit, korkeusjanat ja
kulmapuolittajat ovat eviaanin erikoistapauksia. Nimitys eviaani tulee ita-
lialaisen matemaatikon Giovanni Cevan (1647-1734) nimestä. Ceva todisti
eviaaneja koskevan merkittävän tuloksen, Cevan lauseen, joka todistetaan
seuraavassa.
Toisin kuin kolmion mediaanien ja painopisteen tilanteessa, eviaanit ei-
vät välttämättä leikkaa samassa pisteessä. Cevan lause (Giovanni Ceva, 1678,
Italia) kertoo välttämättömän ja riittävän ehdon sille, milloin näin tapahtuu.
Mikäli kaikki kolme eviaania leikkaavat toisensa samassa pisteessä, leikkaus-
piste jakaa ne tietyssä suhteessa. Lisäksi leikkauspisteen koordinaatit voidaan
lausua yksinkertaisella tavalla kolmion kärkipisteiden koordinaattien avulla.
Tarkemmin, voimassa on seuraava tulos:
2.2 Cevan lause. Olkoot pisteet D, E ja F kolmion ABC sivuilla BC, CA














































ja α+ β + γ = 1.
Lisäksi P = αA+ βB + γC.
Teoreeman todistus käsittää monta vaihtetta.
Tarkastellaan kolmiota ABC sekä sen kahta eviaania AD ja BE, jotka




(kuva 3), ja olkoon janojen CE




. Tässä voidaan yleisyyttä menettämättä olettaa, että















Kuva 3: Kolmion ABC eviaanit AD ja BE leikkaavat pisteessä P .
Olkoot siis α, β, γ > 0 ja α+ β + γ = 1. Edellä kuvatulle tilanteelle pätee
seuraava tulos:
Lemma 2.3. Olkoon tilanne kuten yllä on kuvattu. Piste P jakaa eviaanit
























OR = OA+ AR = OA+
1− α
(1− α) + α
AD = OA+ (1− α)AD



















= αOA+ (1− α− γ)OB + γOC = αOA+ βOB + γOC.
Laskussa hyödynnettiin yhtälöä α + β + γ = 1. Samanlainen lasku osoittaa,
että pisteen S paikkavektori on OS = αOA + βOB + γOC. Siis, R = S =
P.
Lemma 2.4. Olkoon F puolisuoran
−→





















Kuva 4: Yhdenmuotoiset kolmiot ABY ja AFP sekä PDC ja Y DB.
Olkoon Y puolisuoran
−→




CF . Kolmiot ABY ja
AFP ovat yhdenmuotoiset, sillä ∠BAD = ∠BAY (sama kulma), ∠Y BA =
∠PFA ja ∠AY B = ∠APF (samankohtaiset kulmat). Myös PDC ∼ Y DB,
sillä ∠CDP = ∠BDY (ristikulmat), ∠PCD = ∠Y BD ja ∠DPC = ∠DYB






































































Näin on todistettu lemman ensimmäinen osa. Lemman toinen osa seuraa
välittömästi lemmasta 2.3.
Lemmoista 2.3 ja 2.4 saadaan välittömästi seuraava tulos:
Lemma 2.5. Ceviaanien leikkauspisteen P koordinaatit saadaan kolmion
ABC kärkipisteiden koordinaattien painotettuina keskiarvoina:
P = αA+ βB + γC.




Huomautus 2.7. Vertaa Cevan lauseeseen:
Lemman 2.4 nojalla, jos eviaanitAD, BE ja CF leikkaavat toisensa samassa


































Näin on Cevan lauseen toinen välttämätön ehto todistettu.
Lemmat 2.3 ja 2.4 tarkoittavat, että jos kolme eviaania leikkaavat sa-
massa pisteessä, niin pisteet D, E ja F jakavat kolmion sivut sekä eviaanit
kuvan 3 suhteissa.
Tarkastellaan seuraavaksi käänteistä tilannetta. Olkoot AD, BE ja CF
kolmion ABC eviaanit, jotka jakavat kolmion sivut kuvan 3 suhteissa. Täl-
löin eviaanit leikkaavat toisensa samassa pisteessä.
Lemma 2.8. Olkoot α, β, γ > 0 sellaiset, että α + β + γ = 1. Tarkastel-
















. Tällöin eviaanit AD, BE ja CF
leikkaavat toisensa samassa pisteessä P . (kuva 5)
Kuva 5: Ceviaanit jakavat kolmion sivut kuvan suhteissa.
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Todistus. Tulos seuraa välittömästi lemman 2.3 todistuksesta: Jos R on se




, niin OR =
αOA+ βOB + γOC.
Huomautus 2.9. Olkoon eviaanien leikkauspisteen P koordinaatit P = αA+

















Näin on teoreema 2.2 todistettu. Lemmat 2.3, 2.4, 2.5 ja 2.8 osoittavat
teoreeman todeksi.
Seuraava lemma osoittaa, että kolmion ABC kärkipisteiden ja eviaanien
AD, BE ja CF leikkauspisteen P muodostamien kolmioiden pinta-alojen
suhteet sekä pisteiden D, E ja F muodostamat sivujen jakosuhteet ovat sa-
mat.
Lemma 2.10. Olkoon P kolmion ABC eviaanien AD, BE ja CF leik-

























































Pinta-alat [ABD] ja [ACD] voidaan kirjoittaa myös:


















































Seuraava mielenkiintoinen tulos seuraa lemman 2.10 huomioista erikois-
tapauksena.
Lemma 2.11. Kolmion keskijanat jakavat kolmion kuuteen pienempään kol-
mioon, joilla kaikilla on sama pinta-ala.
Kuva 6: Kolmion keskijanat jakavat kolmion kuuteen yhtä suureen kolmioon.
2.2.2 Konjugaatioihin liittyviä määritelmiä
Seuraavassa määritellään konjugaatioiden yhteydessä tarvittavat käsitteet e-
viaanikolmio, ristikkäissuhde sekä trilineaarinen suora. Käsitteitä tarvitaan
luvussa 5.2, kun määritellään pisteen konjugaatio kolmion suhteen.
Määritelmä 2.12. Olkoon ABC kolmio ja P eviaanien AD, BE ja CF
leikkauspiste. Pisteet D, E ja F muodostavat kolmion, jota kutsutaan pisteen
P eviaanikolmioksi (eng. evian triangle) kolmion ABC suhteen (kuva 7).
Kuva 7: Pisteen P eviaanikolmio DEF kolmion ABC suhteen.
Sanotaan, että kolmiot ABC ja DEF ovat keskenään perspektiivisiä pis-
teestä P katsottuna (eng. perspetive from the point P ).
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Määritelmä 2.13. Olkoot pisteet A, B, C ja D kaikki samalla suoralla.





Merkitään janaparien (BC,EF ), (CA, FD) ja (AB,DE) leikkauspisteitä
kirjaimilla X , Y ja Z.
Määritelmä 2.14. Olkoon piste S kolmion ABC sisällä oleva piste, ja ol-
koon DEF sen eviaanikolmio kolmion ABC suhteen. Pisteiden X , Y ja
Z muodostamaa suoraa kutsutaan pisteen P trilineaariseksi suoraksi (eng.
trilinear polar) kolmion ABC suhteen. (kuva 8)
Kuva 8: Pisteen P trilineaarinen suora kolmion ABC suhteen.
Desargues'in teoreemasta seuraa välittömästi, että pisteet X , Y ja Z ovat
samalla suoralla [2, 326℄.
Trilineaarinen suora on kolmioiden ABC ja DEF perspektiivisuora (eng.
perspetive line). Desargues'in teoreema sanoo, että jos kaksi kolmiota ovat
perspektiivisiä pisteen suhteen, niin ne ovat perspektiivisiä suoran suhteen.
Projektiivista geometriaa tarkastellaan useissa oppikirjoissa. Kiinnostu-
nut lukija voi tutustua esimerkiksi kirjoihin Projetive and related geometries
[3℄ ja Projetive Geometry [4℄.
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3 Trilineaariset ja barysentriset koordinaatit
Tässä luvussa määritellään, mitä trilineaarisilla ja barysentrisillä koordinaa-
teilla tarkoitetaan.
3.1 Trilineaariset koordinaatit
Trilineaariset koordinaatit muodostuvat kolmesta järjestetystä luvusta, jot-
ka kuvaavat pisteen suhteellisia kohtisuoria etäisyyksiä kolmion sivuihin tai
niiden jatkeisiin. Trilineaarisista koordinaateista käytetään myös lyhyempää
nimitystä trilineaarit.
Määritelmä 3.1. Pisteen P trilineaariset koordinaatit kolmion ABC suh-




















Tällöin merkitään P = (α : β : γ).
Trilineaaristen koordinaattien etumerkki riippuu siitä, onko piste kolmion
sisä- vai ulkopuolella. Kun piste on kolmion sisällä ovat kaikkia koordinaa-
tit positiivisia. Mikäli kyseessä on kolmion kärkipiste, on sen kärkeä vastaa-
va koordinaatti 1, ja muut koordinaatit saavat arvon nolla. Pisteen ollessa
kolmion ulkopuolella sen koordinaateista vähintään yksi, mutta korkeintaan
kaksi ovat negatiivisia. Merkkisääntöön palataan tarkemmin luvussa 3.3.
Koordinaatteja merkitään kreikkalaisilla kirjaimilla α, β ja γ, joista α
ilmaisee pisteen sijaintia suhteessa kärkipisteeseen A: mitä suurempi α on,
sitä lähempänä piste P on kärkeä A. Samalla tavalla koordinaatti β ilmaisee
pisteen sijainnin suhteessa kolmion kärkeen B ja koordinaatti γ suhteessa
kärkeen C.
Lukukolmikko α, β ja γ eivät välttämättä kerro todellisia etäisyyksiä
vaan etäisyyksien suhteita. Trilineaarit ovat siten esimerkki homogeenisistä
koordinaattisysteemeistä. Tämä tarkoittaa sitä, että pisteen P etäisyyksiä
ha, hb ja hc on kerrottu jollakin vakiolla k, eli α = kha, β = khb ja γ = khc,
missä k ∈ R\ {0}.
Koordinaatit erotellaan toisistaan kaksoispisteillä ja niitä merkitään joko
ilman sulkuja tai sulkujen kanssa; α : β : γ tai (α : β : γ).
Huomautus 3.2. Kerroin k voidaan homogeenisuuden nojalla valita sopivasti
niin, että trilineaarit ilmaisevat pisteen P todellisia etäisyyksiä kolmionABC
sivuihin. Olkoon pisteen P trilineaariset koordinaatit P = (α : β : γ) ja ha,
hb, hc pisteen P etäisyydet kolmion sivuihin a, b ja c. Etsitään kerroin k,
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jolle pätee: ha = kα, hb = kβ ja hc = kγ. Piste P muodostaa kolmion ABC
kärkipisteiden kanssa kolme kolmiota: PBC, PCA ja PAB. Kolmion ABC
pinta-ala voidaan ilmaista näiden kolmioiden pinta-alojen summana:
[ABC] = [PBC]+[PCA]+[PAB] =
1
2
(aha + bhy + chc) =
1
2




aα + bβ + cγ
.




Kun k = 1, koordinaatit α, β ja γ vastaavat pisteen todellisia etäisyyksiä
kolmion sivuihin.
3.2 Barysentriset koordinaatit
Barysentrisiä koordinaatteja merkitään kolmella koordinaatilla niin kuin tri-
lineaarisia koordinaattejakin. Barysentriset koordinaatit ilmaisevat sekä kol-
mion sivujen jakosuhteita, kuten kappaleessa 2.2.1 on kuvailtu, että myös
eviaanien leikkauspisteen ja kolmion kärkipisteiden muodostamien kolmioi-
den pinta-alojen suhteita, kuten seuraavassa kuvataan. Barysentriset koor-
dinaatit ovat trilineaaristen koordinaattien tapaan homogeenisiä, eli koordi-
naattien kertominen vakiolla ei muuta pisteen paikkaa (kts. luku 3.1). Bary-
sentrisille koordinaateille on olemassa kaksi ekvivalenttia määritelmää, jotka
esitetään seuraavaksi.
Määritelmä 3.3. Pisteen P barysentriset koordinaatit kolmion ABC suh-




















Tällöin merkitään P = (α : β : γ) .
Määritelmä 3.4. Pisteen P barysentriset koordinaatit kolmion ABC suh-




















Tällöin merkitään P = (α : β : γ) (kuva 9).
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Kuva 9: Barysentriset koordinaatit voidaan määritellä myös kolmion kärki-
pisteiden ja pisteen P muodostamien kolmioiden pinta-alojen avulla.
Lemman 2.10 nojalla määritelmät 3.3 ja 3.4 ovat ekvivalentteja.
Huomautus 3.5. Barysentriset koordinaatit voidaan normalisoida valitsemal-
la kerroin k sopivasti niin, että koordinaattien summaksi saadaan 1. Nor-
malisointi voidaan tehdä jakamalla jokainen koordinaatti kaikkien kolmen
koordinaatin summalla, eli valitsemalla k = α+ β + γ. Olkoon siis pisteen P





α + β + γ
:
β
α + β + γ
:
γ
α + β + γ
)
.
3.3 Kolmion ulkopuolella olevat pisteet
Trilineaariset ja barysentriset koordinaatit voidaan määrittää sekä kolmion
sisällä että ulkopuolella oleville pisteille. Sanomme, että piste P on kolmion
ABC ulkopuolella kärkipisteen A suhteen, jos P
←→
BCA. Piste P on kolmion
ulkopuolella, jos se on kolmion ulkopuolella ainakin yhden kärkipisteen suh-
teen. Huomataan kuitenkin, että piste voi olla kolmion ulkopuolella korkein-
taan kahden kärkipisteen suhteen.
Kun piste P on kolmion ulkopuolella jonkin kärkipisteen suhteen, sovi-
taan, että vastaava barysentrinen koordinaatti saa negatiivisen arvon. Jos
esimerkiksi piste P on kolmion ulkopuolella kärkipisteen A suhteen, pisteen






AC jakavat kolmion ulkopuolisen alueen kuuteen lohkoon. Kuvasta 10
nähdään, että piste P voi olla kolmion ulkopuolella vain kahden kärkipisteen
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suhteen kerrallaan, joten koordinaateista α, β ja γ vain kaksi voi olla kerral-
laan negatiivisia. Jos kaikki kolme koordinaattia ovat negaviitisia, voidaan
luku −1 sisällyttää kertoimeen k, jolloin kaikista koordinaateista α, β ja γ
saadaan positiivisia ja piste on kolmion sisällä.
Kuva 10: Kolmion sivujen määräämät suorat jakavat kolmion ulkopuolelle
jäävän alueen kuuteen lohkoon. Kuvassa on esitetty, minkä etumerkin koor-
dinaatit α, β ja γ saavat missäkin lohkossa.
Huomautus 3.6. Kirjallisuudessa esiintyy toinen määritelmä käsitteelle kul-





AC. Tällä määritelmällä piste P on kolmion sisä-
puolella, jos se on kunkin kolmion kulman sisäpuolella. Tällöin ulkopuolella
olevat pisteet ovat niitä, jotka eivät ole sisäpuolella eivätkä kolmion sivuilla.
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3.4 Esimerkkejä
Kun piste P sijaitsee kolmion ABC sivulla, niin sen trilineaareista vähintään
yksi saa arvon nolla. Tämä seuraa siitä, että pisteen P ollessa esimerkiksi
sivulla BC, on sen etäisyys ha kyseiseen sivuun nolla. Tällöin siis α = 0
ja P = (0 : β : γ). Barysentrisille koordinaateille tämä voidaan puolestaan
päätellä siitä, että määritelmän 3.4 mukaan piste P muodostaa kolmionABC
kärkipisteiden kanssa kolme kolmiota PBC, PCA ja PAB. Jos kuitenkin
piste P on kolmion sivulla BC, muodostuu ainoastaan kaksi kolmiota PBA
ja PCA. Näin ollen kolmannen kolmion pinta-alaksi voidaan merkitä nolla,
ja barysentriset kordinaatit ovat (0 : β : γ).
Tarkastellaan sitten kolmion ABC kärkipisteitä. Kärkipiste A sijaitsee
sekä kolmion sivulla AB että AC, joten koordinaatit β ja γ saavat arvon
nolla. Koordinaatti α voi puolestaan saada minkä tahansa arvon, mutta si-
tä merkitään yleensä luvulla yksi, sillä sen srvo voidaan sisällyttää kertoi-
meen k. Kärkipisteen A trilineaariset ja barysentriset koordinaatit ovat siis
(1 : 0 : 0). Vastaava päättely voidaan tehdä kolmion muillekin kärkipisteille:
B = (0 : 1 : 0) ja C = (0 : 0 : 1).
3.4.1 Tasasivuinen ja suorakulmainen kolmio
Määrätään seuraavaksi homogeeniset koordinaatit kahden erityisen kolmion
pisteille.
Tasasivuinen kolmio ABC on kolmio, jonka kaikki kolme sivua ovat yhtä
pitkiä. Olkoot AD, BE ja CF tasasivuisen kolmion mediaaneja ja piste G
mediaanien leikkauspiste. Koska pisteet D, E ja F sijaitsevat kolmion sivuil-
la, pisteen D α-koordinaatti on nolla, pisteen E β-koordinaatti on nolla ja




















Pisteiden D, E ja F barysentriset koordinaatit olisivat näin ollen määritel-
män 3.3 mukaan D = (0 : 1 : 1), E = (1 : 0 : 1) ja F = (1 : 1 : 0). Normalisoi-























Mediaanit AD, BE ja CF leikkaavat pisteen G eviaanikolmion DEF

























, niin pisteen X barysentrisiksi koordinaateiksi































Määritelmästä 3.3 saadaan myös painopisteen G barysentriset koordinaa-










Huomautus 3.7. Yhtä hyvin voidaan kuitenkin ilmaista G = (1 : 1 : 1).
Kolmion painopisteen trilineaarit ovat samat kuin sen barysentriset koor-
dinaatit. Lemman 2.1 nojalla painopisteen G kohtisuorat etäisyydet kolmion
sivuille ovat yhtä pitkät, jolloin sen trilineaarit ovat P = (1 : 1 : 1). Norma-










Kuva 11: Tasasivuisen kolmion eräiden pisteiden normalisoidut barysentriset
koordinaatit.
Tasasivuisessa kolmiossa kolmion painopiste, kulmanpuolittajien leikkaus-
piste, keskinormaalien leikkauspiste sekä korkeusjanojen leikkauspiste ovat











Määritetään sitten barysentriset koordinaatit toiselle erikoistapaukselle.
Suorakulmaisessa ja tasakylkisessä kolmiossa kateetit ovat yhtä pitkiä, jol-
loin mediaanit jakavat ne yhtä pitkiin osiin: AF = FB = BD = DC. Tasa-
sivuisen kolmion tapaan suorakulmaisen ja tasakylkisen kolmion sivujen kes-































































. Kuvassa 12 on esitetty suorakulmaisen ja tasakylki-
sen kolmion joidenkin pisteiden koordinaatit.
Kuva 12: Suorakulmaisen ja tasakylkisen kolmion eräiden pisteiden barysent-
riset koordinaatit.
3.4.2 Kolmion klassiset merkilliset pisteet
Kolmion klassisia merkillisiä pisteitä on yhteensä neljä. Nämä ovat kolmion
mediaanien leikkauspiste, kulmanpuolittajien leikkauspiste, keskinormaalien
leikkauspiste sekä korkeusjanojen leikkauspiste. Esitetään seuraavaksi näiden
pisteiden homogeeniset koordinaatit.
Mediaanien leikkauspiste. Kolmion painopiste G on esitelty aiemmin
luvussa 2.2.1. Kolmion painopisteen barysentriset koordinaatit ovat G =





















Kulmanpuolittajien leikkauspiste.Kolmion kulmanpuolittajaksi kut-
sutaan suoraa, joka kulkee kulmaa vastaavan kärjen kautta jakaen kulman
kahteen yhtä suureen kulmaan. Kolmion kaikki kolme kulmanpuolittajaa
leikkaavat toisensa samassa pisteessä I, jota kutsutaan kolmion kulmanpuo-
littajien leikkauspisteeksi (eng. inenter). Kulmanpuolittajien leikkauspiste
on myös kolmion sisään piirretyn ympyrän keskipiste. Kulmanpuolittajien
leikkauspisteen barysentriset koordinaatit ovat I = (a : b : c) ja trilineaarit
I = (1 : 1 : 1) [7℄.
Keskinormaalien leikkauspiste. Kolmion keskinormaalilla tarkoite-
taan suoraa, joka kulkee kolmion sivun keskipisteen kautta muodostaen tä-
män kanssa suoran kulman. Kolmion kaikki kolme keskinormaalia leikkaavat
toisensa samassa pisteessä O. Keskinormaalien leikkauspiste (eng. irumen-
ter) on myös kolmion ympäri piirretyn ympyrän keskipiste. Keskinormaalien
leikkauspisteen barysentriset koordinaatit ovat
O = (sin 2∠BAC : sin 2∠CBA : sin 2∠ACB) ,
ja trilineaarit













a2 + b2 − c2
))
[7].
Korkeusjanojen leikkauspiste. Kolmion korkeusjanaksi kutsutaan ja-
naa, joka kulkee kolmion kärkipisteestä vastakkaiselle sivulle muodostaen
tämän kanssa suoran kulman. Kolmion kaikki kolme korkeusjanaa leikkaa-
vat toisensa samassa pisteessä H , jota kutsutaan myös ortokeskukseksi (eng.
orthoenter). Korkeusjanojen leikkauspisteen barysentriset koordinaatit ovat
H = (tan∠BAC : tan∠CBA : tan∠ACB) ja trilineaarit
H = (sec∠BAC : sec∠CBA : sec∠ACB) [7℄.
3.4.3 Ceviaaneilla ja kolmion sivujen suuntaisilla janoilla liikku-
minen
Pohditaan seuraavaksi, miten pisteen P liikkuminen eviaanilla AD vaikut-
taa sen barysentrisiin koordinaatteihin.














Kun piste P liikkuu eviaanille AD, koordinaattien β ja γ suhde pysyy





myös kolmioiden PAB ja PCA pinta-alojen suhteet pysyvät samana. Kun
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piste P liikkuu eviaanilla kohti pistettä D, kolmioiden PAB ja PCA pinta-
alat kasvavat. Tällöin kolmannen kolmion PBC pinta-ala pienenee suhteessa
muihin, ja kolmannen koordinaatin α on muututtava. Koordinaatti α muut-
tuu myös, kun piste P liikkuu eviaania AD pitkin kohti kärkipistettä A.
Pisteen P liikkuessa eviaanillaAD koordinaatit β ja γ muutuvat samassa
suhteessa. Vastaavasti kun piste P liikkuu eviaania BE pitkin, koordinaatit
α ja γ muuttuvat samassa suhteessa, ja kun liikkuminen tapahtuu eviaanilla
CF , koordinaatit α ja β muuttuvat samassa suhteessa. Siis, kun piste P
liikkuu jotakin eviaania pitkin, kaksi barysentristä koordinaattia muuttuvat
samassa suhteessa.
Tarkastellaan seuraavaksi pisteen P liikkumista kolmion ABC sivujen
suuntaisia janoja pitkin, ja pohditaan, miten tämä vaikuttaa pisteen bary-
sentrisiin koordinaatteihin.
Kuva 13: Kolmion sivun suuntaisella janalla liikkuminen pitää yhden koor-
dinaatin samana.
Olkoon ABC kolmio ja pisteet B′ ja C ′ kolmion sivuilla AB ja CA siten,
että jana B′C ′ on yhdensuuntainen kolmion sivun BC kanssa. Olkoon piste
P janalla B′C ′, ja sen barysentriset koordinaatit P = (α : β : γ). Piste P
muodostaa kolmion kärkipisteiden kanssa kolme kolmiota. Merkitään kolmion
PBC korkeutta kirjaimella h. Kolmion PBC pinta-ala saadaan laskettua
kertomalla sivun BC pituutta a kolmion korkeudelle h ja jakamalla kahdella,
jolloin [PBC] = ah
2
. Määritelmän 3.4 mukaan [PBC] = ah
2
= α.
Liikutaan sitten janalla B′C ′ uuteen pisteeseen R, jonka barysentriset
koordinaatit ovat R = (α′ : β ′ : γ′). Myös piste R muodostaa kolmion kärki-
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pisteiden kanssa kolme kolmiota. Kolmion RBC korkeus on sama kuin kol-
mion PBC, sillä jana B′C ′ on yhdensuuntainen janan BC kanssa ja näin
ollen janojen välinen etäisyys on yhtä suuri missä tahansa pisteessä. Koska
kolmioiden kanta on myös sama, saadaan kolmion RBC pinta-alaksi myös
[RBC] = ah
2
. Edelleen määritelmän 3.4 mukaan [RBC] = ah
2
= α′. Näin ol-
len α = α′, ja pisteiden P ja R ensimmäinen barysentrinen koordinaatti on
sama (kuva 13).
Kun piste liikkuu kolmion sivun BC suuntaista janaa pitkin, pisteen α-
koordinaatti pysyy siis samana. Vastaavasti kun liikutaan kolmion sivun AC
suuntaisella janalla, pisteen β-koordinaatti pysyy samana, ja sivun AB suun-
taisella janalla liikkuminen pitää γ-koordinaatin samana. Kun siis liikutaan
jotakin kolmion sivun suuntaista janaa pitkin, pisteen barysentrisistä koor-
dinaateista yksi pysyy samana.
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4 Muunnoskaavat
Tässä luvussa esitetään, kuinka trilineaarisia ja barysentrisiä koordinaatte-
ja voidaan muuntaa toisikseen helpolla muunnoskaavalla. Luvussa esitetään
myös, kuinka yleisemmin käytettyjä karteesisia koordinaatteja voidaan muut-
taa barysentrisiksi koordinaateiksi. Luvun lopussa esitetään vielä muutama
esimerkki muunnoskaavojen käytöstä.
4.1 Trilineaaristen ja barysentristen koordinaattien muun-
noskaava
Muodostetaan muunnoskaava trilineaaristen ja barysentristen koordinaattien
muuntamiseksi toisikseen. Barysentriset koordinaatit voidaan määritelmän
3.4 mukaan ajatella pisteen P ja kolmion ABC kärkipisteiden muodosta-
mien kolmioiden PBC, PCA ja PAB pinta-aloiksi. Trilineaariset koordi-
naatit ovat puolestaan pisteen P kohtisuorat etäisyydet ha, hb ja hc kolmion
ABC sivuihin (tai jatkeisiin). Janat ha, hb ja hc ovat myös kolmioiden PBC,
PCA ja PAB korkeusjanoja. Kolmioiden PBC, PCA ja PAB pinta-alat
saadaan laskettua kertomalla janoja ha, hb ja hc kolmion ABC sivujen pi-






sisällyttää kertoimeen k. Tällöin barysentriset koordinaatit saadaan kerto-
malla trilineaarisia koordinaatteja kolmion ABC sivujen pituuksilla a, b ja
c. Näin ollen muunnoskaavaksi saadaan:
Muunnoskaava 4.1.
(α : β : γ) = (aα′ : bβ ′ : cγ′) ,
missä α, β ja γ ovat barysentriset koordinaatit ja α′, β ′ ja γ′ trilineaariset
koordinaatit, ja a, b ja c kolmion ABC sivujen pituuksia.
4.2 Barysentristen ja karteesisten koordinaattien muun-
noskaava
Muodostetaan seuraavaksi muunnoskaava, jonka avulla karteesiset koordi-
naatit voidaan muuttaa barysentrisiksi koordinaateiksi, ja toisinpäin.
Olkoon piste P kolmion ABC sisälllä. Merkitään kolmion ABC kärkipis-
teitä vektoreilla A = (a1, a2), B = (b1, b2) ja C = (c1, c2) . Tiedetään, että
pisteen P karteesiset koordinaatit P = (x, y) saadaan kärkipisteiden A, B ja
C koordinaateista ja barysentrisistä koordinaateista P = (α : β : γ):
P = αA+ βB + γC.
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Oletetaan myös, että α + β + γ = 1 ⇒ γ = 1− α− β. Näin ollen saadaan:
{
x = αa1 + βb1 + γc1
y = αa2 + βb2 + γc2
⇔
{
α (a1 − c1) + β (b1 − c1) = x− c1






a1 − c1 b1 − c1










a1 − c1 b1 − c1












= T−1 (P − C) .
Matriisi T on kääntyvä, jos sen determinatti (a1 − c1) (b2 − c2)−(b1 − c1) (a2 − c2) 6=
0.
Oletetaan, että determinatti on nolla, jolloin:


















CB kulmakertoimet ovat samat,
jolloin pisteet A, B ja C ovat samalla suoralla eivätkä näin ollen muodosta
kolmiota. Tästä syntyy ristiriita, sillä pisteet A, B ja C on oletettu alussa
kolmion kärkipisteiksi. Näin ollen (a1 − c1) (b2 − c2)− (b1 − c1) (a2 − c2) 6= 0.
Nyt käänteismatriisiksi T−1 saadaan:
T−1 =
1
(a1 − c1) (b2 − c2)− (b1 − c1) (a2 − c2)
(
b2 − c2 c1 − b1









(a1 − c1) (b2 − c2)− (b1 − c1) (a2 − c2)
(
b2 − c2 c1 − b1







(a1 − c1) (b2 − c2)− (b1 − c1) (a2 − c2)
(
(b2 − c2) (x− c1) + (c1 − b1) (y − c2)


















γ = 1− α− β,
missä x ja y ovat pisteen P karteesiset koordinaatit ja α, β ja γ sen barysent-
riset koordinaatit, ja a1, a2, b1, b2, c1 ja c2 ovat kolmion ABC kärkipisteiden
karteesiset koordinaatit.
4.3 Esimerkkejä
Esitetään sitten joitakin esimerkkejä muunnoskaavojen hyödyntämisestä.
Lasketaan mediaanien leikkauspisteen sekä kulmanpuolittajien leikkaus-
pisteen homogeeniset koordinaatit hyödyntäen niiden karteesisia koordinaat-
teja sekä muunnoskaavoja 4.1 ja 4.2. Koordinaatteja laskettaessa kolmion
ABC kärkipisteiden karteesisia koordinaatteja merkitään seuraavasti: A =
(a1, a2), B = (b1, b2) ja C = (c1, c2).
Kolmion painopisteG on esitelty aiemmin luvuissa 2.2.1 ja 3.4.2. Kolmion





(a1 + b1 + c1) ,
1
3
(a2 + b2 + c2)
)
.





















































toimeen k, jolloin painopisteen koordinaatit ovatkin G = (1 : 1 : 1). Painopis-











Kulmanpuolittajien leikkauspiste on esitelty aiemmin luvussa 3.4.2. Kol-
mion kulmanpuolittajien leikkauspisteen karteesiset koordinaatit ovat:
I =
(
aa1 + bb1 + cc1
a+ b+ c
,
aa2 + bb2 + cc2
a + b+ c
)
.
Lasketaan pisteen barysentriset koordinaatit sijoittamalla karteesiset koordi-













































voidaan sisällyttää kertoimeen k, jol-
loin kulmanpuolittajien leikkauspisteen barysentriset koordinaatit ovat I =
(a : b : c). Pisteen trilineaarit ovat muunnoskaavan 4.1 nojalla I = (1 : 1 : 1).
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5 Pistetransformaatio ja pisteen konjugaatio kol-
mion suhteen
Tässä luvussa esitellään käsitteet pistetransformaatio sekä sen erikoistapauk-
sena pisteen konjugaatio kolmion suhteen. Luvussa 6 keskitytään kahteen
konjugaation erikoistapaukseen, jotka ovat tämän työn kannalta kiinnosta-
via.
5.1 Pistetransformaatio
Seuraavaksi esitellään pistetransformaation käsite. Tämä luku perustuu teok-
seen Projetive and related geometries [3℄.
Pistetransformaatiolla tarkoitetaan kuvausta, joka kuvaa kaikki annetun
pistejoukon pisteet joko saman tai jonkin toisen pistejoukon pisteiksi. Ote-
taan esimerkiksi tavallinen taso, jonka pisteitä merkitään karteesisilla koor-
dinaateilla. Olkoon P jokin tason piste, jonka koordinaatit ovat P = (x, y) .
Otetaan sitten piste P ′ = (x′, y′), jonka koordinaatit riippuvat pisteen P
koordinaateista seuraavan relaation mukaisesti:
x′ = x+ 5, y′ = y3. (5.1)
Otetaan esimerkiksi piste A = (3, 2). Relaatio 5.1 määrittelee pisteen A′
koordinaateiksi A′ = (8, 8).
Relaatiota 5.1 sanotaan pistetransformaatioksi, ja se kuvaa pisteet P ja
A pisteiksi P ′ ja A′. Pisteitä P ′ ja A′ kutsutaan pisteiden P ja A kuviksi.
Määritelmä 5.2. Olkoon Ω pistejoukko. Pistetranformaatio τ : Ω → Ω′
kuvaa pistejoukon Ω jokaisen pisteen P pistejoukon Ω′ pisteeksi P ′.
Pistejoukkoa Ω, jolle transformaatio tehdään, kutsutaan transformaation
määrittelyjoukoksi. Pistejoukkoa Ω′ , joka sisältää kaikki joukon Ω pisteiden
kuvaukset, kutsutaan puolestaan transformaation kuvajoukoksi.
Pistetransformaatio voi olla bijektio (eng. one-to-one) riippuen siitä, mi-
ten pisteet kuvautuvat toisikseen. Olkoon P transformaation kuvajoukon pis-
te. Jos on olemassa yksi ja vain yksi pisteestä P riippuva piste Q, jonka kuva
P on, pistetransformaatiota sanotaan bijektiiviseksi. Esimerkiksi transfor-
maatio 5.1 on bijektiivinen.
Olkoon (x, y) tason piste. Yhtälöt
x′ = f (x, y) , y′ = g (x, y) (5.3)
esittävät pistetransformaatiota, jonka määrittelyjoukko on funktioiden f ja
g määrittelyjoukko, ja jonka kuvajoukko on joko koko taso tai jokin sen os-
ajoukko. Jos yhtälöillä (5.3) on yksikäsitteinen ratkaisu (x, y) kaikilla (x′, y′),
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niin pistetransformaatio on bijektio. Toisin sanoen, jos τ on pistetransfor-
maatio tasossa, on olemassa funktiot f ja g siten, että yhtälöt (5.3) esittävät
tranformaatiota τ . Jos τ on bijektio, yhtälöihin (5.3) on vain yksi ratkaisu
x = F (x′, y′) , y = G (x′, y′) ,
joka on määritelty kaikilla (x′, y′), joilla P ′ = (x′, y′) kuuluu transformaation
τ kuvajoukkoon.
Jos τ on pistetransformaatio, jonka määrittelyjoukkona on pistejoukko Ω,
sanotaan, että τ on tranformaatio joukosta Ω transformaation τ kuvajouk-
koon. Transformaatio joukosta Ω joukkoon Ω′ tarkoittaa, että transformaa-
tion τ kuvajoukko sisältyy joukkoon Ω′, mutta ei välttämättä toisinpäin.
Seuraavaksi esitetään muutamia merkintöjä. Jos P on piste, sen trans-
formaatiota merkitään τP . Jos Ω on jokin pistejoukko, joka kuuluu transfor-
maation τ määrittelyjoukkoon, niin merkintä τΩ tarkoittaa kaikkien joukon
Ω pisteiden transformaatiojoukkoa. Merkintää τΩ kutsutaan pistejoukon Ω
transformaatioksi tai kuvaukseksi.
Pistetransformaatioita voidaan tehdä myös useampi peräkkäin. Pistejou-
kolle Ω voidaan tehdä ensin transformaatio τ ja tästä muodostuvalle transfor-
maatiojoukolle τΩ toinen transformaatio σ. Transformaatio voidaan suorit-
taa myös ilman välivaiheita kulkemalla suoraan alkuperäisestä pistejoukosta
viimeiseen transformaatiojoukkoon (kuva 14).
Kuva 14: Kaksi peräkkäistä pistetransformaatiota.
Määritellään seuraavaksi kahden pistetransformaation tulo.
Määritelmä 5.4. Olkoon τ pistetransformaatio, jonka määrittelyjoukko on
pistejoukko Ω. Olkoon σ sellainen pistetransformaatio, että transformaation
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τ kuvajoukko kuuluu transformaation σ määrittelyjoukkoon. Transformaa-
tion σ tulo transformaation τ kanssa on transformaatio, joka kuvaa pisteen
P pisteeksi σ (τP ) kaikilla P ∈ Ω.
Pistetransformaation σ tuloa pistetransformaation τ kanssa merkitään
στ . Merkintä tarkoittaa, että pistejoukon Ω pisteille tehdään ensi transfor-
maatio τ ja näin muodostuvalle transformaatiojoukolle pistetransformaatio
σ.
Tarkastellaan seuraavaksi esimerkkiä kahden pistetransformaation tulos-
ta.
Esimerkki 5.5. Olkoot a, b, θ ∈ R. Olkoot τ1 ja τ2 pistetransformaatioita
tasossa, jotka on määritelty seuraavasti:
τ1 : x
′ = x+ a
y′ = by
τ2 : x
′ = x sin θ + y sin θ
y′ = x cos θ + y cos θ.
Etsitään tulo τ2τ1. Olkoon Ω transformaation τ1 määrittelyjoukko, ja piste
P ∈ Ω. Merkitään pisteen P = (x, y) pistetransformaatiota τ1 seuraavasti:
τ1P = P
′′ = (x′′, y′′). Tällöin
x′′ = x+ a ja y′′ = by.
Samalla tavalla voidaan merkitä P ′ = (x′, y′) = τ2P
′′
, jolloin
x′ = x′′ sin θ + y′′ sin θ,
y′ = x′′ cos θ + y′′ cos θ.
Sijoitetaan tähän arvot x′′ ja y′′ alkuperäisen pisteen koordinaateilla x ja
y, jolloin saadaan transformaatio
τ2τ1 : x
′ = (x+ a) sin θ + by sin θ,
y′ = (x+ a) cos θ + by cos θ.
Jos näiden kahden pistetransformaation laskujärjestystä muutetaan, eli
ensin tehdään transformaatio τ2 ja sitten τ1, saadaan tuloksi τ1τ2:
τ1τ2 : x
′ = x sin θ + y sin θ + a
y′ = bx cos θ + by cos θ.
Nähdään, että transformaatioiden tulo τ1τ2 ei ole sama kuin τ2τ1, joten pis-
tetransformaatioiden kertolaskulla on merkitystä.
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Yleisemmin, olkoon pistetransformaatio τ määritelty yhtälöillä
τ : x′ = f (x, y)
y′ = g (x, y) ,
ja pistetransformaatio σ yhtälöillä
σ : x′ = h (x′y)
y′ = i (x, y) .
Tällöin tulo στ on
στ : x′ = h (f (x, y) , g (x, y))
y′ = i (f (x, y) , g (x, y)) ,
kun taas tulo τσ on
τσ x′ = f (h (x, y) , i (x, y))
y′ = g (h (x, y) , i (x, y)) .
Kun P ja P ′ ovat pisteitä, niin niiden välinen relaatio P = P ′ tarkoittaa,
että ne ovat sama piste. Kun Ω ja Ω′ ovat pistejoukkoja, niin relaatio Ω = Ω′
tarkoittaa, että jokainen joukon Ω piste kuuluu myös joukkoon Ω′. Kahden
pistetransformaation τ ja τ ′ välinen relaatio τ = τ ′ tarkoittaa puolestaan,
että niillä on sama määrittelyjoukko, ja että yhtäsuuruus τP = τ ′P pätee
kaikilla määrittelyjoukon pisteillä P .
Kuten edellä todettiin, pistetransformaatioiden kertolasku ei ole välttä-
mättä vaihdannainen, eli στ = τσ ei yleisesti päde. Kertolasku on kuitenkin
aina liitännäinen, mikä todistetaan seuraavassa lemmassa.
Lemma 5.6. Pistetransformaatioiden kertolasku on liitännäinen, eli (τ3τ2) τ1 =
τ3 (τ2τ1), missä τ1, τ2, τ3 ovat pistetransformaatioita, joiden tulot ovat mää-
riteltyjä.
Todistus. Olkoon P jokin piste. Merkitään pistetransformaatioiden tuloja
seuraavasti:
τ1P = P1, τ2τ1P = τ2P1 = P2 ja τ3τ2τ1P = τ3P2 = P3.
Nyt saadaan:
τ3 (τ2τ1)P = P3 ja
P3 = τ3P2 = τ3τ2P1 = (τ3τ2) τ1P,
ja edelleen:
τ3 (τ2τ1)P = (τ3τ2) τ1P, kaikilla P.
Näin ollen τ3 (τ2τ1) = (τ3τ2) τ1.
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Pistetransformaatioista mainittakoon vielä erikoistapaus nimeltä identi-
teettitransformaatio. Identiteettitransformaatioksi kutsutaan pistetransfor-
maatiota, joka kuvaa jokaisen annetun määrittelyjoukon pisteen itsekseen.
Määritelmä 5.7. Olkoon Ω pistetransformaation määrittelyjoukko. Identi-
teettitransformaatio I kuvaa jokaisen määrittelyjoukon pisteen P itsekseen,
eli IP = P kaikilla P ∈ Ω.
Määritelmän 5.7 nojalla jokaiselle pistetransformaatiolle τ pätee τI =
Iτ = τ .
Pistetransformaatiolle tasossa identiteettitransformaatio I määritellään
seuraavasti:
x′ = x, y′ = y,
missä (x, y) on transformaation määrittelyjoukon piste ja (x′, y′) kuvajoukon
piste.
Määritelmä 5.8. Olkoon τ pistetransformaatio. Pistetransformaatio σ on
transformaation τ käänteistransformaatio, jos niiden tulo on identiteettit-
ransformaatio, eli στ = I.
Pistetransformaation τ käänteistransformaatiota merkitään τ−1.
Määritelmästä 5.8 seuraa, että jos pistetransformaatio τ on bijektiivinen,
niin käänteistransformaatio τ−1 on aina olemassa. Lisäksi jos τ kuvaa pisteen
P pisteeksi P ′, niin τ−1 kuvaa pisteen P ′ pisteeksi P .
5.2 Pisteen konjugaatio: määritelmät
Pisteen konjugaatio kolmion suhteen on pistetransformaatio, joka kuvaa pis-
teen toiseksi pisteeksi tietyn yksiselitteisen säännön mukaan. Seuraavaksi esi-
tetään, mitkä nämä ehdot. Määritelmiä on kaksi, sillä pisteen konjugaatio voi-
daan tehdä sekä kolmion ja pisteen suhteen että kolmion ja suoran suhteen.
Lukijan on hyvä palauttaa mieleen määritelmät 2.12, 2.13 ja 2.14.
Määritelmä 5.9. Olkoot annettu kolmio ABC sekä piste S. Olkoon DEF
pisteen S eviaanikolmio kolmionABC suhteen. Olkoot P mikä tahansa piste
ja A′B′C ′ sen eviaanikolmio. Valitaan pisteet A′′, B′′ ja C ′′ kolmion ABC
sivuilta siten, että ristikkäissuhteet ovat
[A,C ′;B,F ] = [B,C ′′;A, F ] ,
[B,A′;C,D] = [C,A′′;B,D] ,
[C,B′;A,E] = [A,B′′;C,E] .
Ceviaanien AA′′, BB′′ ja CC ′′ leikkauspistettä P ∗ kutsutaan pisteen P kon-
jugaattipisteeksi kolmion ABC ja pisteen S suhteen (kuva 15).
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Kuva 15: Pisteen P konjugaattipiste P ∗ kolmion ABC ja pisteen S suhteen.
Kun piste S on kolmion ABC painopiste G, konjugaatiota kutsutaan iso-
tomiseksi konjugaatioksi. Kun S on kolmion ABC kulmanpuolittajien leik-
kauspiste I, käytetään nimitystä isogonaalinen konjugaatio. Luvussa 6 tutus-
tutaan tarkemmin näihin erikoistapauksiin.
Määritelmässä 5.9 pisteet D, E ja F voidaan korvata pisteillä X , Y ja
Z, jotka ovat pisteen S trilineaarisen suoran pisteitä. Tarkemmin tämä on
muotoiltu määritelmässä 5.10 alla.
Määritelmä 5.10. Olkoot annettu kolmio ABC ja piste S, ja merkitään
kirjaimella s pisteen S trilineaarista suoraa kolmion ABC suhteen. Olkoot
pisteet X , Y ja Z kolmion ABC sivujen jatkeiden ja trilineaarisen suoran s
leikkauspisteet. Olkoot P mikä tahansa piste ja A′B′C ′ sen eviaanikolmio.
Valitaan pisteet A′′, B′′ ja C ′′ kolmion ABC sivuilta siten, että ristikkäissuh-
teet ovat
[A,C ′;B,Z] = [B,C ′′;A,Z] ,
[B,A′;C,X ] = [C,A′′;B,X ] ,
[C,B′;A, Y ] = [A,B′′;C, Y ] .
Ceviaanien AA′′, BB′′ ja CC ′′ leikkauspistettä P ∗ kutsutaan pisteen P kon-
jugaattipisteeksi kolmion ABC ja suoran s suhteen (kuva 16).
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Kuva 16: Pisteen P konjugaattipiste P ∗ kolmion ABC ja suoran s suhteen.
Määritelmät 5.9 ja 5.10 johtavat samaan transformaatioon. Tämä seuraa
tuloksesta, jonka mukaan ristikkäissuhde on invariantti projektiivisten trans-
formaatioiden suhteen [2, 322℄. Tässä tutkielmassa ei kuitenkaan syvennytä
projektiivisen geometrian tuloksiin, ja todistus sivuutetaan. Tätä ei kuiten-
kaan tarvita eikä tarkemmin käsitellä tässä tutkielmassa.
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6 Isotominen ja isogonaalinen konjugaatio
Edellisessä luvussa esiteltiin pisteen konjugaation yleinen määritelmä ku-
vauksen tapahtuessa kolmion ja pisteen suhteen. Tutustutaan seuraavaksi
kyseisen konjugaation erikoistapauksiin, isotomiseen ja isogonaaliseen konju-
gaatioon. Luku perustuu löyhästi lähteisiin [5℄ ja [6℄.
6.1 Isotominen konjugaatio
Pisteen isotominen konjugaatio kolmion ja pisteen suhteen saadaan pisteen
konjugaation yleisestä määritelmästä 5.9, kun valitaan, että piste S on kol-
mion painopiste. Tämän lisäksi isotominen konjugaatio voidaan määritellä
sekä geometrisesti että barysentristen koordinaattien avulla.
Geometrisesti isotominen konjugaatio suoritetaan peilaamalla pisteen P
määräämät kulmanjakajat (eviaanit) kolmion keskijanojen suhteen. Peila-
tut janat leikkaavat toisensa isotomisessa pisteessä P ∗. Tämä on esitetty
täsmällisesti määritelmässä 6.1 alla.
Määritelmä 6.1. Olkoon ABC kolmio ja piste G mediaanien AD, BE ja
CF leikkauspiste. Olkoon piste P eviaanien AA′, BB′ ja CC ′ leikkauspiste
ja piste P ∗ eviaanien AA′′, BB′′ ja CC ′′ leikkauspiste. Jos A′D = DA′′,
B′E = EB′′ ja C ′F = FC ′′, niin pisteet P ja P ∗ ovat toistensa isotomisia
konjugaatteja kolmion ABC suhteen (kuva 17).
Kuva 17: Isotominen konjugaatio.
Määritellään seuraavaksi isotominen konjugaatio barysentristen koordi-
naattien avulla.
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Määritelmä 6.2. Olkoon ABC kolmio ja P piste, jonka barysentriset koor-
dinaatit ovat P = (α : β : γ). Pisteet P ja P ∗ ovat toistensa isotomisia kon-
jugaatteja kolmion ABC suhteen, jos niiden barysentriset koordinaatit ovat










Huomautus 6.3. Isotomistia konjugaatteja voitaisiin merkitä myös trilineaa-
reilla. Tällöin, jos pisteen P trilineaariset koordinaatit ovat P = (α : β : γ),










a, b ja c ovat kolmion ABC sivujen pituuksia.
Seuraava lemma osoittaa, että määritelmät 6.1 ja 6.2 ovat ekvivalentte-
ja. Oletetaan, että ABC on kolmio ja piste G mediaanien AD, BE ja CF
leikkauspiste. Oletetaan myös, että piste P on eviaanien AA′, BB′ ja CC ′
leikkauspiste ja piste P ∗ eviaanien AA′′, BB′′ ja CC ′′ leikkauspiste, missä
pisteet A′, B′, C ′, A′′, B′′ ja C ′′ ovat kolmion ABC sivuilla.
Lemma 6.4. Olkoon tilanne kuten yllä on kuvattu. Olkoon pisteen P ba-
rysentriset koordinaatit P = (α : β : γ). Olkoot P ja P ∗ isotomisia konju-










, jos ja vain jos A′D = DA′′, B′E = EB′′ ja C ′F = FC ′′.

























Tämä yhtäsuuruus pätee täsmälleen silloin, kun:
A′C = k · BA′′ ja BA′ = k · A′′C,
missä k ∈ R+ ja A
′C,BA′′, BA′, A′′C > 0. Tiedetään, että BA′ + A′C =
BC = BA′′ + A′′C. Sijoitetaan tähän yhtälöön A′C = k · BA′′ ja BA′ =
k · A′′C, jolloin saadaan:




Koska k = 1, saadaan BA′ = A′′C. Vastaavalla tavalla saadaan: CB′ = B′′A
ja AC ′ = C ′′B. Nyt lemman ensimmäinen osa on todistettu.
Oletetaan sitten, että A′D = DA′′, B′E = EB′′ ja C ′F = FC ′′. Tällöin























































ja lemman toinen osa on myös todistettu.
Seuraava lemma osoittaa, että jokaiselle kolmion ABC sisällä olevalle
pisteelle P voidaan löytää isotominen konjugaattipiste.
Lemma 6.5. Olkoon piste G kolmion ABC mediaanien AD, BE ja CF
leikkauspiste ja piste P eviaanien AA′, BB′ ja CC ′ leikkauspiste. Olkoot
pisteet A′′, B′′ ja C ′′ sellaisia pisteitä, että A′D = DA′′, B′E = EB′′ ja
C ′F = FC ′′. Tällöin eviaanit AA′′, BB′′ ja CC ′′ leikkaavat toisensa samas-
sa pisteessä P ∗.










Koska A′D = DA′′, B′E = EB′′ ja C ′F = FC ′′, niin BA′ = A′′C, CB′ =








































Nyt Cevan lauseen nojalla eviaanit AA′′, BB′′ ja CC ′′ leikkaavat toisensa
samassa pisteessä P ∗.
6.1.1 Esimerkkejä
Seuraavaksi esitetään esimerkkinä joitakin kolmion merkillisiä pisteitä, jotka
ovat toistensa isotomisia konjugaatteja.
Yksinkertaisin esimerkki isotomisesta konjugaatiosta on kolmion pain-
opiste, joka on isotominen konjugaatti itsensä kanssa. Painopisteen barysent-
riset koordinaatit ovat P = (1 : 1 : 1), ja koska näiden käänteisluvut antavat
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saman pisteen koordinaatit, on piste määritelmän 6.2 nojalla itsensä isoto-
minen konjugaatti. Kolmion painopisteeseen ollaan tutustuttu jo aiemmin
luvuissa 2.2.1 ja 3.4.2.
Toisena esimerkkinä ovat merkilliset pisteet Gergonnen piste Γ (eng. Ger-
gonne point) ja Nagelin piste N (eng. Nagel point). Gergonnen piste Γ muo-
dostuu, kun kolmion sisään piirretyn ympyrän sivuamispisteet kolmion si-
vuilla yhdistetään eviaaneilla kolmion kärkiin, jolloin nämä kolme eviaania
leikkaavat toisensa samassa pisteessä Γ. Nagelin piste N muodostuu puoles-
taan kolmion sivuja ja sivun jatkeita sivuavien ympyröiden avulla. Kun ym-
pyröiden sivuamispisteet kolmion sivuilla yhdistetään eviaaneilla kolmion
kärkiin, leikkaavat nämä kolme eviaania toisensa samassa pisteessä N , jota
kutsutaan Nagelin pisteeksi. (kuva 18) Gergonnen ja Nagelin pisteiden ba-
rysentriset koordinaatit ovat toistensa käänteislukuja, joten määritelmän 6.2









ja N = (b+ c− a : c + a− b : a+ b− c).
Kuva 18: Gergonnen piste Γ ja Nagelin piste N ovat toistensa isotomisia
konjugaatteja.
Esimerkkipisteiden barysentriset koordinaatit ovat peräisin Clark Kim-
berlingin teoksesta Enylopedia of Triangle Centers [7℄. Teoksessa on esitel-
tynä myös kolmion muiden merkillisten pisteiden barysentrisiä koordinaatte-
ja sekä isotomisia konjugaattipareja.
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6.2 Isogonaalinen konjugaatio
Myös isogonaalinen konjugaatio on erikoistapaus pisteen konjugaatiosta kol-
mion ja pisteen suhteen. Kun konjugaation yleisessä määritelmässä 5.9 vali-
taan, että piste S on kolmion kulmanpuolittajien leikkauspiste, saadaan iso-
gonaalinen konjugaatio. Lisäksi isogonaalinen konjugaatio voidaan määritellä
sekä geometrisesti että homogeenisten koordinaattien avulla. Isogonaalisen
konjugaation yhteydessä käytetään yleisemmin trilineaareja barysentristen
koordinaattien sijasta.
Geometrisesti isogonaalinen konjugaatio suoritetaan peilaamalla pisteen
P määräämät kulmanjakajajanat kolmion kulmanpuolittajien suhteen. Pei-
latut janat leikkaavat toisensa isogonaalisessa pisteessä P ∗. Tämä on esitetty
täsmällisesti määritelmässä 6.6 alla.
Määritelmä 6.6. Olkoon ABC kolmio ja piste I kulmanpuolittajien AD,
BE ja CF leikkauspiste, ja olkoot piste P eviaanien AA′, BB′ ja CC ′ leik-
kauspiste ja piste P ∗ eviaanien AA′′, BB′′ ja CC ′′ leikkauspiste. Pisteet P
ja P ∗ ovat toistensa isogonaalisia konjugaatteja kolmion ABC suhteen, jos
∠A′AD = ∠DAA′′, ∠B′BE = ∠EBB′′ ja ∠FCC ′ = ∠C ′′CF (kuva 19).
Kuva 19: Isogonaalinen konjugaatio.
Määrittelyn voi siis tehdä myös trilineaarien avulla. Tämä määritelmä
esitetään seuraavaksi.
Määritelmä 6.7. Olkoon ABC kolmio ja P piste, jonka trilineaariset koor-
dinaatit ovat P = (α : β : γ). Pisteet P ja P ∗ ovat toistensa isogonaalisia
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konjugaatteja kolmion ABC suhteen, jos niiden trilineaarit ovat toistensa










Huomautus 6.8. Barysentrisillä koordinaateilla esitettynä isogonaalisen kon-
jugaattipisteen koordinaatit ovat hieman monimutkaisemmat kuin käytet-
täessä trilineaareja. Jos pisteen P barysentriset koordinaatit ovat P = (α : β : γ),
ovat sen isogonaalisen konjugaatin koordinaatit P ∗ = (a2βγ : b2αγ : c2αβ) ,
missä a, b ja c ovat kolmion ABC sivun pituuksia.
Todistetaan seuraavaksi, että määritelmät 6.6 ja 6.7 ovat keskenään ekvi-
valentteja. Tätä varten oletetaan, että ABC on kolmio ja piste I kulman-
puolittajien AD, BE ja CF leikkauspiste. Oletetaan myös, että piste P on
eviaanien AA′, BB′ ja CC ′ leikkauspiste ja piste P ∗ eviaanien AA′′, BB′′
ja CC ′′ leikkauspiste. Lisäksi olkoot Q, R, S pisteitä kolmion ABC sivuilla
siten, että janat PQ, PR ja PS ovat kohtisuorassa kolmion sivuja BC, CA
ja AB vastaan. Vastaavasti pisteet Q′, R′, S ′ ovat kolmion ABC sivuilla si-
ten, että P ∗Q′, P ∗R′ ja P ∗S ′ ovat kohtisuorassa kolmion sivuja BC, CA ja
AB vastaan. (kuva 20)
Kuva 20: Isogonaaliset konjugaatit P ja P ∗.
Lemma 6.9. Olkoon tilanne kuten yllä on kuvattu. Olkoon pisteen P tri-
lineaariset koordinaatit P = (α : β : γ). Olkoot P ja P ∗ isotomisia konju-










, jos ja vain jos ∠A′AD = ∠DAA′′, ∠B′BE = ∠EBB′′ ja
∠FCC ′ = ∠C ′′CF .
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tään janoja BQ ja BS ′ kirjaimilla x ja y. Todistetaan, että kolmiot BQP ja
BS ′P ∗ ovat yhdenmuotoisia, jolloin kulmat ∠B′BE ja ∠EBB′′ ovat yhtene-
viä.
Kulmat ∠SPQ ja ∠S ′P ∗Q′ ovat yhteneviä, sillä ∠SPQ = 360◦ − 2 ·









Osoitetaan vielä, että kolmioiden BQP ja BS ′P ∗ hypotenuusien suhde BP
BP ∗



















































jolloin kolmiotBQP jaBS ′P ∗ ovat yhdenmuotoisia. Tällöin∠QBP = ∠P ∗BS ′,
ja edelleen ∠B′BE = ∠EBB′′. Vastaavasti saadaan ∠A′AD = ∠DAA′′ ja
∠FCC ′ = ∠C ′′CF . Näin on lemman ensimmäinen osa todistettu.
Oletetaan sitten, että ∠A′AD = ∠DAA′′, ∠B′BE = ∠EBB′′ ja ∠FCC ′ =
∠C ′′CF . Merkitään pisteen P ∗ trilineaareja P ∗ = (ha : hb : hc). Oletuksista
saadaan seuraavat yhdenmuotoiset kolmiot:CQP ∼ CQ′P ∗, CRP ∼ CQ′P ∗,
BQP ∼ BS ′P ∗, BSP ∼ BQ′P ∗, ARP ∼ AS ′P ∗ ja CRP ∼ CQ′P ∗. Näistä










































Kerroin k voidaan homogeenisuuden nojalla supistaa pois, jolloin pisteen P ∗









, ja näin on lemman toinen osa myös
todistettu.
Todistetaan seuraavaksi, että jokaiselle kolmion ABC sisällä olevalle pis-
teelle P löytyy isogonaalinen konjugaattipiste.
Lemma 6.11. Olkoon piste I kulmanpuolittajien AD, BE ja CF leikkaus-
piste ja P eviaanien AA′, BB′ ja CC ′ leikkauspiste. Olkoot pisteet A′′,
B′′ ja C ′′ sellaisia pisteitä, että ∠A′AD = ∠DAA′′, ∠B′BE = ∠EBB′′ ja
∠FCC ′ = ∠C ′′CF . Tällöin eviaanit AA′′, BB′′ ja CC ′′ leikkaavat toisensa
samassa pisteessä P ∗.


















































































































































AC ′′ · BC
C ′′B · CA
.







C ′′B · CA











Nyt Cevan lauseen nojalla eviaanit AA′′, BB′′ ja CC ′′ leikkaavat samassa
pisteessä.
6.2.1 Esimerkkejä
Tutkielman lopuksi tarkastellaan joitakin kolmion merkillisiä pisteitä, jotka
ovat toistensa isogonaalisia konjugaatteja.
Yksikertaisimpana esimerkkinä on kolmion kulmanpuolittajien leikkaus-
piste I, jonka isogonaalinen konjugaatti on kyseinen piste itse. Kulmanpuo-
littajien leikkauspisteen trilineaarit ovat I = (1 : 1 : 1), jolloin käänteislu-
vut koordinaateista tuottavat saman pisteen trilineaarit. Kulmanpuolittajien
leikkauspisteeseen on tutustuttu aiemmin luvussa 3.4.2.
Luvussa 3.4.2 on myös esitelty klassiset kolmion merkilliset pisteet keski-
normaalien leikkauspiste O sekä korkeusjanojen leikkauspiste H , jotka ovat
toistensa isogonaalisia konjugaatteja. Keskinormaalien leikkauspisteen tri-
lineaarit ovat O = (cos∠BAC : cos∠CBA : cos∠ACB) ja korkeusjanojen
leikkauspisteen trilineaarit ovat näiden käänteisluvut:












Kolmantena esimerkkinä mainittakoon isogonaaliset konjugaatit kolmion
painopiste G sekä Symmediaaninen piste K (eng. symmedian point), joka
tunnetaan myös nimillä Lemoinen piste ja Greben piste. Symmediaaninen
piste K muodostuu kolmion symmediaanien leikatessa toisiaan samassa pis-
teessä. Symmediaani on eviaani, jonka alkupisteenä on sama kolmion kärki-
piste kuin sitä vastaavalla mediaanilla. Symmediaani ja sitä vastaava medi-
aani ovat eri puolilla kolmion kulmanpuolittajaa siten, että symmediaanin ja
kulmanpuolittajan välinen kulma on yhtä suuri kuin mediaanin ja kulman-
puolittajan välinen kulma. Symmediaaninen piste K ja kolmion painopiste
G ovat toistensa isogonaalisia konjugaattipisteitä, sillä niiden trilineaariset









ja K = (a : b : c).
Kuva 21: Symmediaaninen piste K ja kolmion painopiste G.
Lisää esimerkkejä merkillisten pisteiden isogonaalisista konjugaattipareis-
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